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TEGELEKDE  SINGULÝAR  POTENSIALLY  ELLIPTIK  DEŇLEME*

Bazargeldi Hudaýgulyýew, 
Türkmen döwlet maliýe institutynyň 

“Ýokary matematika” kafedrasynyň uly mugallymy, 
fizika-matematika ylymlarynyň kandidaty

Gysgaça beýan

Makalada merkezi koordinatalar başlangyjynda bolan birlik tegelekde singulýar potensially 
elliptik deňleme üçin Dirihle meselesiniň otrisatel däl umumylaşdyrylan çözüwiniň üzňe nol nokadynyň 
töwereginde özüni alyp barşy öwrenilýär. Seredilýän meseläniň otrisatel däl umumylaşdyrylan 
çözüwiniň deňlemedäki potensial funksiýa görä barlygynyň we ýoklugynyň takyk şertleri tapylýar.
Esasy sözler: elliptik deňleme, singulýar potensial, otrisatel däl çözüw, takyk şert.

Makalada merkezi koordinatalar başlangyjynda bolan R, R  ≤  1, radiusly B B R R= ⊂( , )0 2  
tegelekde

− =∆u V x u( ) ,	 (1)
u x

B∂
= φ( ) .	 (2)

Dirihle meselesiniň otrisatel däl umumylaşdyrylan u x( )  çözüwini tapmak meselesine seredilýär. 
Bu ýerde x x x= ( , )1 2 , ∂ −B B  tegelegiň çägi (ýagny töwerek) we

∆ =
∂
∂

+
∂
∂

−
2

1

2

2

2

2x x
 Laplas operatory.

(1) deňlemäniň çözüwi hökmünde u x( ) ≥ 0 , Vu L Bloc∈ 1 ( )  şertleri kanagatlandyrýan u D B∈ / ( )  
umumylaşdyrylan funksiýa düşünilýär.

V L Bloc∈ 1 ( ) , ýagny lokal integrirlenýän funksiýa we φ( )x ≥ 0  funksiýa ∂B  çäkde berlen otrisatel 
däl üznüksiz funksiýa diýlip çak edilýär. 

Bu ýerde: 
L Bloc
1 ( ) −  B tegelekde lokal integrirlenýän funksiýalaryň giňişligi, L B1( )  bolsa B tegelekde 

integrirlenýän funksiýalaryň giňişligi; 
D B/ ( )  bilen umumylaşdyrylan funksiýalaryň giňişligi belgilenilýär.
(1), (2) mesele merkezi koordinatalar başlangyjynda bolan birlik tegelek (Худайгудыев, 2010)

işde ilkinji gezek öwrenilýär. Bu işde eger 0 0 2
≤ ≤ =V x V x c

x
( ) ( )

| |
 we 0

2

4

2

≤ ≤ =
−c C n

*

( )
 bolsa,

onda (1), (2) meseläniň otrisatel däl umumylaşdyrylan çözüwiniň bardygy; eger c C> *  we 
V x V x( ) ( )≥ 0  bolsa, onda seredilýän meseläniň otrisatel däl umumylaşdyrylan çözüwiniň ýokdugy 
subut edilýär. Konik nokatly oblast üçin şeýle netijeler (Hudaykuliev, 2012) işde alyndy.

x r1 = cosω , x r2 = sinω  polýar koordinatalarynda radial funksiýa üçin Laplas operatory

∆ =
∂
∂

+ ⋅
∂
∂

2

2

1

r r r
görnüşde bolýar. Goý, B x x= ∈ℜ < −{ : }2 1  merkezi koordinatalar başlangyjynda bolan birlik
tegelek we ϕ

α
( ) ln

/

x x=
2  bolsun. D B/ ( )  giňişlikde

∆ϕ ϕ+ =V x0 0( )
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deňlemäni kanagatlandyrýan V x0 ( )  funksiýany tapalyň. ( , )r ω  polýar koordinatalaryna geçip, radial 
ϕ( )x  funksiýa üçin alarys:

− =
−

∆ϕ
α α

ϕ
( )

| | ln | |

2

4 2 2x x
.

Goý,

V x c
x x0 2 2

( )
ln

= , x B∈

bolsun. Bu ýerde c ululyk c = −α α( )2  deňlikden kesgitlenýär.
0 ≤ c ≤ 1 bolanda α  ululygyň α = − −1 1 c  deňlikden kesgitlenýändigini we 0 1< ≤α  bolanda

∆φ ∈L Bloc
1 ( )  şertiň ýerine ýetýändigini belläliň.

Makalanyň esasy netijeleri aşakdaky teoremalardan ybarat:
1-nji teorema. Goý, 0 1≤ ∈V x L Bloc( ) ( )  bolsun. Eger 0 ≤ c ≤ 1 we B tegelekde V x V x( ) ≤ ( )0  

bolsa, onda islendik otrisatel däl üznüksiz φ  gyra funksiýasy üçin (1), (2) meseleleriň otrisatel däl 
çözüwi bardyr.

Subudy. Aşakdaky kömekçi meselä seredeliň:

Pm 				  
− =

=


 ∂

∆u V x u
u x

m m m

m B m

( ) ;

( ).φ

Bu ýerde m =1 2, ,... , 0  ≤  Vm  ≤  V we { }Vm  yzygiderlik tas ähli x B∈  üçin lim
m mV V
→∞

=  şerti
kanagatlandyrýan monoton kemelmeýän çäklenen we ölçegli funksiýalaryň yzygiderligi, 0 ≤ ≤ϕ ϕm

we { } ( )φm C B⊂ 1  yzygiderlik ∂B  çäkde berlen otrisatel däl üznüksiz φ  funksiýa deňölçegli 
ýygnanýan, monoton kemelmeýän üznüksiz differensirlenýän otrisatel däl funksiýalaryň yzygiderligi.

Çyzykly elliptik deňlemeleriň nusgawy nazaryýetinden (O. A. Ладыженская, H. H. Уральцева 
и др., 1967) (Pm ) meseläniň ýeke-täk otrisatel däl çözüwiniň bardygy gelip çykýar. Bu çözüw tas ähli 
x B∈  üçin

u x K x y y dS G x y V y u y dym y
B

m m
B

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )= +
∂
∫ ∫φ

integral deňlemäni kanagatlandyrýar. 
Bu ýerde K x y( , ) −  Puasson ýadrosy we G x y( , )  funksiýa

− =∆u 0 , u B∂
= 0  meseläniň Grin funksiýasy, özi hem B tegelekde K x y( , ) ≥ 0  we G x y( , ) ≥ 0 . { }um

yzygiderlik m boýunça monoton kemelmeýär.
Kömekçi (Pm ) meselä seredeliň. (Pm ) meseläniň çözüwleriniň { }um  yzygiderliginiň u predeliniň 

(1), (2) meseläniň çözüwi bolýandygyny görkezeliň. (Pm ) meseledäki deňlemäni um
p p− −1 2 2ϕ ψ , p ≥ 2 , 

aňlatma köpeldip, alnan gatnaşygy B tegelek boýunça integrirläliň, ýagny:

− =− − − −∫ ∫∆u u dx V x u u dxm m
p p

B
m m m

p p

B

1 2 2 1 2 2ϕ ψ ϕ ψ( ) .

Bu ýerde ψ ψ= ( )x  funksiýa B tegelek üçin test funksiýa.
k um m= /ϕ  belgilemäni girizip we hasaplamalary geçirip, aşakdaky deňligi alarys:

4 1
2

2
2

2 2 2( )
( ) ( )/p

p
k dx k dxm
p

B
m
p

B

−
∇ + − +∫ ∫ϕ ψ ϕ ϕ ψ∆

+ ∇ ∇ =−∫ ∫2 1 2 2 2k k dx V x k dxm m
p

B
m m

p

B

ϕ ψ ψ ϕ ψ( ) .

Çaklama boýunça − ⋅ = ≥∆ϕ ϕ ϕ ϕV Vm0

2 2  bolany üçin soňky deňlikden
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4 1
2

2

2
2

2 2 1 2( )
( )/

p
p

k dx k k dxm
p

B
m m

p

B

−
∇ ≤ ∇ ⋅ ∇∫ ∫ −ϕ ψ ϕ ψ ψ 	 (3)

deňsizlik gelip çykýar. (3) deňsizligiň sag tarapyndaky integraly bahalandyrmak üçin Koşiniň 
deňsizliginden peýdalanalyň

∇ ⋅ ∇ ≤ ∇ + ∇−∫ ∫ ∫k k dx
p

k dx k dxm m
p

B
m
p

B
m
p

B

1 2

2

2
2

2 2 2 21
ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ( )/ .

Şonuň üçin (3) deňsizligi aşakdaky görnüşde ýazmak bolar:

∇ ≤
−

∇∫ ∫( )/k dx p
p

k dxm
p

B
m
p

B

2
2

2 2
2

2 2

2 3
ϕ ψ ϕ ψ .	 (4)

Goý, B B r Br = ⊂⊂( , )0  bolsun. ψ ( )x  funksiýany aşakdaky görnüşde saýlap alalyň:
0 1≤ ≤ψ ( )x , x Br∈ −δ  (δ > 0 ) bolanda, ψ =1 we x B Br∈ \  bolanda, ψ = 0 . ∇ ≤ −ψ δ2

1

2C  
deňsizlik ýerine ýetýär diýip çak edeliň. Şonda (4) deňsizlik aşakdaky görnüşi alar:

∇ ≤
−

−

∫ ∫
−

( )/k dx C p
p

k dxm
p

B
m
p

Br r

2
2

2 1

2 2
2

2 3
ϕ

δ
ϕ

δ

.	 (5)

Indi aşakdaky deňsizligi subut edeliň.
Lemma. Goý, 0 1< <r  we h s( )  funksiýalar [ , ]0 r  kesimde üznüksiz differensirlenýän funksiýa 

bolsun. Şonda q > 2  bolanda,

h s s s ds K h s h s s s dsq
r q r

( ) ln ( ) ( ) ln

/

/α α

0

2

2

0

∫ ∫








 ≤ +( ) 	 (6)

deňsizlik ýerine ýetýär. Bu ýerde K const= > 0 , α  san α α( )2− = c  (0 1< ≤α ) deňlikden 
kesgitlenilýär.

Lemmanyň subudy. Ilki bilen, aşakdaky deňsizligi subut edeliň: eger 0 1< <r  we h s( )  funksiýa 
[ , ]0 r  kesimde üznüksiz differensirlenýän funksiýa we h r( ) = 0  bolsa, onda q > 2  bolanda,

h s s s ds K h s s s dsq
r q r

( ) ln ( ) ln

/

/α α

0

2

0

2

0

∫ ∫








 ≤ 	 (7)

deňsizlik dogrudyr. 
bu ýerde K const0 0= > .

Bölekler boýunça integrirläp we Gýolderiň deňsizliginden peýdalanyp, alarys:

h s s s ds q h h s s s d dsq
r

q
s

( ) ln ( ) ln ln/α α αα τ τ τ
0

1 2 1

00
2∫ ∫= − −









 ≤− −

rr

∫

≤ ≤−∫q h s h s s s dsq
r

1 2

0
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≤
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

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










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r r
2 1 3
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2

0

1 2

( )

/

/

/
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α α
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









− ∫q s h s h s s s ds h s s
r

q q
r

sup{ ( )} ( ) ln ( ) ln
[ , ]

/

/

/

0

2 2 1 2

0

1 2

2α ss ds
r

α

0

1 2

∫










/

.

sup ( ) ( ) ln
,

/

( )/

0

2 2

1

2

0

2 2

r

q
r q

s h s K h s s s ds
[ ]

−

−

{ } ≤ 







∫

α
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bolýandygyny görkezeliň. Alarys:

sup ( ) sup{ ( ( ) ( ))} s
,

/( )

[ , ]

/( )

s r

q

s r

qs h s s h s h r
∈[ ]

−

∈

−{ } = − =
0

2 2

0

2 2 uup ( )
[ , ]

/( ) /

s r

q

s

r

s h d
∈

− −







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









∈

− − −

∫ ∫sup ( ) ln ln
[ , ]

/( ) /

/

s r

q

s

r

s

r

s h d d
0

2 2 2

1 2

1τ τ τ τ τ τ τα α







 ≤
1 2/

sup ( ) ( ) ln
[ , ]

/

/

s r s

r

M s h d
∈

∫










0

2

1 2

τ τ τ τα .

Bu ýerde

M s s d s r sq

s

r
q( ) ln

(ln ) (ln/( )

/

/( )=








 = ⋅

−− − − −
−

∫2 2 1

1 2

2 2
1

τ τ τα
α ))

/
1

1 2

1

−

−










α

α
.

α → −1 0  bolanda Lopitalyň düzgüni boýunça alarys:

lim
(ln ) (ln )

lim [(ln ) ln(ln ) (ln
α

α α

α

α

α→ −

− −

→ −

−−
−

= −
1 0

1 1

1 0

1

1

s r r r s)) ln(ln )] ln
ln

ln

1− =α s r
s

.

Diýmek, şeýle K1 0>  san tapylyp, sup ( )
{ , }s r

M s K
∈

{ } ≤
0

1
 deňsizlik ýerine ýetýär. Şonuň üçin

sup{ ( )} ( ) ln
[ , ]

/( ) /

/

s r

q

s

r

s h s K h d
∈

− ≤








∫

0

2 2

1

2

1 2

τ τ τ τα .

Bu ýerden (7) deňsizlik we diýmek, (6) deňsizlik hem gelip çykýar. Lemma subut edildi.
h km

p= ⋅/2 ψ  we ϕ
α

= ln
/

x
2  bolanda (6) deňsizlikden islendik otrisatel däl radial h C Br∈ 0

1( )

funksiýa üçin

h x dx C h x dxp q

B

q

p

Br r

( / )

/

/( ) ( ( ))2 2

2

2

2
2

2ϕ ϕ∫ ∫








 ≤ ∇ .	 (8)

deňsizligi alarys. Şonuň üçin (8) deňsizligi we Koşiniň deňsizligini peýdalanyp, alarys:

k x dx k x dxm
p q

B

q

m
pq

Br r

( / )

/

( ) ( ) ( )2 2

2

2ϕ ψ ϕ
δ−

∫ ∫








 ≤ ≤

≤ ∇ ≤ ∇ + ∇( ) ≤∫C k x dx C k x k x dxm
p

B
m
p

m
p

r

2

2
2

2

2

2
2

2 2 22( ( ) ) ( ( )) ( )/ /ψ ϕ ψ ψ ϕ
BBr
∫

≤
−

+








 ≤

−
−

−

∫2
2 3 2

1
3 2

1 2

2
2

2 3

2 2
2C C p

p
k dx C p

p
k xm

p

B
m
p

r

δ ϕ
δ

ϕ
( / ) /

( ) ddx
Br
∫  ýa-da

k x dx C p
p

km
p q

B

pq p

m
p

r

( / )

/ /

( )
/

(2 2

2

3

2 2
1

3 2
ϕ

δ

δ−

∫








 ≤

−










−

xx dx
B

p

r

)

/

ϕ 2
1

∫








 .	 (9)

Goý, ε > 0  san ýeterlik kiçi san bolsun. Belgilemeleri girizeliň:
δ

ε
=

2 j , r r1 = , r rj j j+ = −1
2

ε
, p qj

j= ⋅ −2 1 , j =1 2, ,... .

Bu belgilemelerde (9) deňsizlik şeýle görnüşi alar:

k x dx
C p
pm

p

B

p
j

j

j

j

rj

j

+

+

+

∫














≤
⋅

−




1

1

1

2

1

3

2 2

2

2

3 2
( )

( / )

/( )

ϕ
ε


















∫

1

2

1
/

/

( )

p

m
p

B

p
j

j

rj

j

k x dxϕ .	 (10)
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Bu ýerden, u km m= ϕ  we u dx Cm
Br

2∫ ≤ / , C / > 0  bolany üçin induksiýa boýunça alarys:

k x dx
C p
pm

p

B

p
j

j

j

j

rj

j

+

+

+

∫














≤
⋅

−




1

1

1

2

1

3

2 2

2

2

3 2
( )

( / )

/( )

ϕ
ε






×
−



















∫

1

3

2

1

2

2

1

1

22

3 2

1
/ /

...
( / )

( )

p p

m
B

j

r

C p
p

u x dx
ε

 ≤

1 2/

≤
−









 −









C

C p
p

C p
p

j

j

p pj

/

/ /

( / )
...

( / )

3

2

2

1

3 1

2

2

1

1

3 2 3 2

1

ε ε
⋅⋅
∑
=2

2

1

i
pii

j

,	 (11)

emma µ >1  bolanda α µ µj
j jC~ ln( )−  bolany üçin

1

3 2

3

2

2
1 1p

C p
pj

j

jj
j

j
ln

( / )ε
α

−









 =

=

∞

=

∞

∑ ∑
hatar ýygnanýar. Mundan başga-da

2 1

1

1

1

j
p

j
qjj

j

j=

∞ −

=

∞

∑ ∑= ⋅










hatar hem ýygnanýar. Şonuň üçin ähli j ≥1 üçin alarys:

k x dx Km
p

B

p

j

rj

j

( )

/

ϕ 2
1

∫














≤ ,

özi hem K > 0  hemişelik san p j  sanlara bagly däldir. Şonuň üçin (11) deňsizlikde j →∞  ymtylanda 
predele geçip, tas ähli x B∈  üçin sup k x Km ( ) ≤  alarys. Bu bolsa tas ähli x B∈  üçin k x Km ( ) ≤  
we u x K xm ( ) ( )≤ ⋅ϕ  deňsizlikleriň ýerine ýetýändigini aňladýar. Şerte görä, { }um  yzygiderligiň 
kemelmeýändigi üçin tas ähli x B∈  üçin

k k
m m=
→∞
lim , u u

m m=
→∞
lim

deňlikleri ýazyp bileris.
Indi Vu L Bloc∈ 1 ( )  bolýandygyny görkezeliň. u x( )0  baha tükenikli bolan x B0 ∈  nokady alalyň. 

Şonda u xm ( )  funksiýa üçin integral deňlemeden islendik m ≥1 we islendik kompakt Ω⊂⊂ B  bölek 
oblast üçin u xm ( )  funksiýa üçin bolan integral deňlemeden peýdalanyp, alarys:

u x G x y V y u y dym m m( ) ( , ) ( ) ( )0 0≥ ∫
Ω

,

emma maksimum prinsipi boýunça G x y( , )0 0>  bolany üçin Harnagyň deňsizligi boýunça şeýle 
C0 0>  hemişelik san tapylyp, Ω kompaktda G x y C( , )0 0≥  deňsizlik ýerine ýetýär. Şonuň üçin

V y u y dy C u x C u xm m m( ) ( ) ( ) ( )
Ω
∫ ≤ ≤− −

0

1

0 0

1

0 	 (12)

bolar. Bu bolsa Vu L Bloc∈ 1 ( )  bolýandygyny aňladýar.
um  funksiýanyň (Pm ) meseläniň çözüwidigi üçin islendik ξ ∈ ∞C0 ( )Ω  funksiýa üçin

u dx V u dxm m m∆
Ω Ω

ξ ξ∫ ∫+ = 0

deňligi alarys. (12) deňsizligi göz öňünde tutup we m →∞  ymtylanda predele geçip,
u dx Vu dx∆

Ω Ω

ξ ξ∫ ∫+ = 0

gatnaşygy alarys. Bu bolsa u x( )  funksiýasynyň (1), (2) meseleleriň çözüwidigini aňladýar. Teorema 
subut edildi.

B. Hudaýgulyýew Tegelekde singulýar potensially elliptik deňleme
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2-nji teorema. Eger V x V x( ) ( )≥ 0  we φ( )x ≠ 0  bolsa, onda islendik ε > 0  san üçin we 
0∈ ⊂⊂Ωr B  bolan islendik çäklenen Ωr oblast  üçin C C r= >( , )ε Ω 0  hemişelik san tapylyp, tas 
ähli x r∈Ω  üçin

u x C x( ) ln
/

≥ ⋅
α 2

deňsizlik ýerine ýetýär.
Subudy. Goý, B B r B0 00= ⊂ ⊂⊂ −( , ) /Ω  merkezi koordinatalar başlangyjynda bolan r0  radiusly 

tegelek bolsun we goý, υ  funksiýasy
− =∆υ υV0 , υ φ

∂
=

B
x

0

( )

meseläniň çözüwi bolsun. Bu ýerde υ  funksiýa
− =∆υ υm m mV , υ ϕm B m∂

=
0

,	 (13)
meseläniň ýeke-täk otrisatel däl çözüwleriniň { }υm  yzygiderliginiň predeli. 

Bu ýerde V V mm = inf{ , }0  we { } ( )φm C B⊂ 1

0  yzygiderlik ∂B  çäkde berlen otrisatel däl üznüksiz 
φ  funksiýa deňölçegli ýygnanýan, monoton kemelmeýän üznüksiz differensirlenýän otrisatel däl 
funksiýalaryň yzygiderligi. Aýdyň bolşy ýaly u m≥ ≥υ υ .

Tas ähli x B Br∈ =0 22
0

/ /  üçin
υ ϕ( ) ( )x Const x≥ ⋅ 	 (14)

deňsizligiň ýerine ýetýändigini görkezeliň. 
Goý, g : [ , [ [ , [0 0∞ → ∞  funksiýa iki gezek üznüksiz differensirlenýän otrisatel däl güberçek 

funksiýa bolsun. (13) deňlemäni g k g km m
/ ( ) ( )ϕψ 2  aňlatma köpeldeliň we alnan gatnaşygy B0  tegelek 

boýunça integrirläliň
− =∫ ∫∆υ ϕψ υ ϕψm m m
B

m m m m
B

g k g k dx V g k g k dx/ /( ) ( ) ( ) ( )2 2

0 0

.	 (15)

Bu ýerde km m=υ ϕ/  we ψ  funksiýa B0  tegelek üçin test funksiýasy, emma

− = ∇ ∇ =∫ ∫∆υ ϕψ ϕ ϕψm m m
B

m m m
B

g k g k dx k g k g k dx/ /( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) )2 2

0 0

= ∇ + ∇ +∫ ∫g k dx g k k g k dxm
B

m m m
B

( ) ( ) ( )/ /2 2 2 2 2 2

0 0

ϕ ψ ϕ ψ

+ ∇ ∇ + −∫ ∫g k g k dx g k g k k dxm m
B

m m m
B

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ϕ ψ ϕψ ϕ2 2 2

0 0

∆ ,

bolany üçin (15) gatnaşyk aşakdaky görnüşi alar:

∇ + ∇ +∫ ∫g k dx g k k g k dxm
B

m m m
B

( ) ( ) ( )/ /2 2 2 2 2 2

0 0

ϕ ψ ϕ ψ

+ ∇ ∇ = +∫ ∫g k g k dx V g k g k k dxm m
B

m m m m
B

( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ϕ ψ φ ϕ ϕψ2 2 2

0 0

∆ .

Bu gatnaşygyň çep tarapyndaky ikinji agza g  funksiýasynyň otrisatel däl we güberçek funksiýa 
bolany üçin otrisatel däldir. Üçünji agza üçin Koşiniň deňsizliginden peýdalanyp, alarys:

2
1

2
22 2 2 2 2 2 2

0 0 0

∇ ∇ ≤ ∇ + ∇∫ ∫g k g k dx g k dx g k dxm m
B

m
B

m
B

( ) ( ) ( ) ( )ϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ ψ∫∫ .

Şonuň üçin
1

2
2

2 2 2 2 2 2

0 0

∇ ≤ ∇ +∫ ∫g k dx g k dxm
B

m
B

( ) ( )ϕ ψ ϕ ψ

B. Hudaýgulyýew Tegelekde singulýar potensially elliptik deňleme
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+ +∫ ( ) ( ) ( )/∆φ ϕ ϕψV g k g k k dxm m m m
B

2

0

.

Goý, B B rr = −( , )0  ýeterlik kiçi radiusly tegelek bolsun. Güman etmä görä, g  funksiýa güberçek 
we otrisatel däl, V Vm ≤ = −0 ∆ϕ ϕ/  we km ∞ norma çäklenen bolany üçin Lebegiň integral astynda 
predele geçmek teoremasy boýunça soňky deňsizligiň sag tarapyndaky ikinji agza m →∞  ymtylanda 
nola ymtylar. Şonuň üçin m →∞  ymtylanda predele geçip, aşakdaky deňsizligi alarys:

∇ ≤ ∇∫ ∫g k dx g k dx
B Br r

( ) ( )
2 2 2 2 2 2

4ϕ ψ ϕ ψ .	 (16)

ψ ( )x  funksiýasyny aşakdaky görnüşde saýlap alalyň: 0 1≤ ≤ψ ( )x , x Br∈ −δ  (δ > 0 ) bolanda ψ =1 
we x B Br∈ 0 \  bolanda ψ = 0 . ∇ ≤ −ψ δ2

4

2C  deňsizlik ýerine ýetýär diýip güman edeliň. Bu
ýerde C4 0>  san δ  ululyga bagly däl. Şonda (16) deňsizlik şeýle görnüşi alar:

∇ ≤
−

∫ ∫g k dx C g k dx
B Br r

( ) ( )
2 2 4

2

2 24
ϕ

δ
ϕ

δ

.	 (17)

Indi (6) deňsizlikden peýdalanalyň. β  sany β + =2 1/ q  gatnaşykdan kesgitläliň, bu ýerde 
q > 2.  Otrisatel däl radial h  funksiýa üçin Gýolderiň deňsizligini we (6) deňsizligi ulanyp, alarys

h dx h dx h dx
B

q

B

q

Br r r

2 2 2 2

2

2 2+∫ ∫ ∫≤


















 ≤β

β

ϕ ϕ ϕ
/

≤ ∇ +








 ⋅








∫ ∫ ∫C h dx h dx h dx

B B Br r r

5

2 2 2 2 2 2ϕ ϕ ϕ
β

.	 (18)

(18) deňsizlikde h  funksiýasyny g k( )  funksiýa bilen we Br  tegelegi Br−δ  tegelek bilen çalşyryp, 
aşakdaky deňsizligi alarys

g k dx C g k dx g k dx g
B B Br r r

2 2 2

5

2 2 2 2+

− −

∫ ∫ ∫≤ ∇ +








 ⋅

β ϕ ϕ ϕ
δ δ

( ) ( ) ( ) 22 2( )k dx
Br

ϕ
β

∫








 .

Bu ýerden (17) deňsizligi ulanyp, soňky deňsizligi

g k dx C C g k dx g k dx
B B Br r r

2 2 2

5 4

2 2 2 2 24 1+ −

−

∫ ∫ ∫≤ + ⋅



β ϕ δ ϕ ϕ

δ

( ) ( ) ( ) ( )



 =

β

= +








 ≤






−

+

−∫ ∫C C g k dx C g k dx
B Br r

5 4

2 2 2

1

6

2 2 24 1( ) ( ) ( )δ ϕ δ ϕ
β






+1 β

,

ýa-da

g k dx C g k dx
Br

2 2 2

1 2 2

6

2 1 2 2 2 2+

+

− +

−

∫








 ≤β

β

βϕ δ ϕ
δ

( ) ( ) ( )

/( )

/( )

BBr
∫









 ≤

1 2/

≤










− + ∫C g k dx
Br

7

1 1 2 2

1 2

δ ϕβ/( )

/

( ) 	 (19)

görnüşde ýazmak bolar.
Goý, ε > 0  san ýeterlik kiçi san bolsun. Belgilemeleri girizeliň:
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δ
ε

=
2 j

, r r1 = , r rj j j+ = −1
2

ε , g gj j+
+=1

1 β , H g k dxj j
Brj

=












∫ 2 2

1 2

( )

/

ϕ , j =1 2, ,...

we g g1 = . Bu belgilemelerde (19) deňsizlik şeýle görnüşi alar:
H C Hj

j
j+

+ −≤ ⋅1

1 1

7

12/( )β ε .
Bu ýerden induksiýa boýunça şeýle deňsizlik gelip çykýar

H C Hj
j j

j1 1

7

1

1

12
2/( ) ( )( )+ − +≤ ⋅ ⋅
−β α γ βε .

Bu ýerde 
α β β ν

ν
j

j
j

= + +− −

=

−

∑( ) ( )1 12

0

2

 we γ ν β ν

ν
j

j
j

= + + − −

=

−

∑ ( )( )1 1 2

0

2

.

emma g gj

j

= + −( )1 1β  bolany üçin soňky deňsizlikde j →∞  ymtylanda predele geçip, alarys:

sup ( ( )) ( ) ( )( )/ ( )/

B
j

Br
r

g k x C g k dx
−

≤ ⋅








− + + ∫

ε

ε ϕβ β β β
7

1 1 1 2 22 

1 2/

.

g funksiýasyny { }gl  yzygiderlik bilen çalşalyň. Bu ýerde gl  funksiýalary g funksiýasy ýaly 
kesgitlenilýär we l →∞  ymtylanda g k kl ( )→

−γ . Şonda

sup ( ) ( )( )/ ( )/

/

B Br
r

k x C k dx
−

− − + + −≤ ⋅








∫

ε

γ β β β β γε ϕ7

1 1 1 2 2

1

2

22

.

r r< 0  üçin we tas ähli x Br∈  üçin
k x x x C x( ) ( ) / ( ) ( )= ≥ ⋅ −υ ϕ ϕ8

1

deňsizlik ýerine ýetýär. Şonuň üçin alarys:

sup ( ) /

/

B Br
r

k x C dx
−

− − − +≤ ⋅








∫

ε

γ β γε ϕ9

1 1 2 2

1 2

.

Bu ýerden tas ähli x Br∈ −ε  üçin

k x C dx
Br

( ) ( / )/

/

≥ ⋅










+ +

−

∫10

1 1 2 2

1 2

ε ϕβ γ γ

γ

	 (20)

deňsizlik gelip çykýar. Bu ýerde C10 0>  san r we ε  ululyklaryna bagly bolmadyk hemişelik sandyr. 
(14) deňsizlik subut edildi. Şeýlelikde, teorema hem subut edildi.

3-nji teorema. Eger c >1 we B tegelekde V x V x( ) ( )≥ 0  bolsa, onda φ > 0  bolanda (1), (2) 
meseleleriň otrisatel  däl çözüwi ýokdur. 

Subudy. Goý, c >1 we φ > 0  bolsun. Eger (1), (2) meseleleriň çözüwi bar bolsa, onda ol D B/ ( )  
giňişlikde

− = +
−

∆u
x x

u c
x x

u1

4

1

4
2 2 2 2ln ln

deňlemäni kanagatlandyrar. Bu deňlemäni ln
/

x
1 2  aňlatma köpeldip we B tegelek boýunça integrirläp, 

alarys:

− ⋅ = +
−

∫ ∫ ∫
− − − −

∆u x dx x x u x dx c x x u x dx
B B B

ln ln ( ) ln ( )
/ / /1 2 2 3 2 2 3 21

4

1

4
.
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Emma 2-nji teoremadan 0∈ ⊂⊂Ωr B  bolan islendik çäklenen Ωr oblast üçin şeýle 
C C r= >( , )ε Ω 0  hemişelik san tapylyp, tas ähli x r∈Ω  üçin 

u x C x( ) ln
/

≥ ⋅
1 2

deňsizlik ýerine ýetýär. Şonuň üçin
u x x x dx Const x x dx

r r

( ) ln ln
/

⋅ ≥ ⋅ = ∞− − − −

∫ ∫
2 3 2 2 1

Ω Ω
.

Bu bolsa V u L Bloc0

1∉ ( )  bolýandygyny aňladýar. Şerte görä, V x V x( ) ( )≥ 0  bolany üçin bu ýerden 
Vu L Bloc∉ 1 ( )  bolýandygy gelip çykýar. Bu bolsa c >1 we V x V x( ) ( )≥ 0  bolanda (1), (2) meseleleriň 
çözüwiniň ýokdugyny aňladýar. Teorema subut edildi.

EDEBIÝAT

1.	 Худайгулыев Б.А.  Эллиптическое уравнение с сингулярным потенциалом // Украинский 
математичный журнал. – Т. 62. – № 12. – 2010. – С. 1715-1723.

2.	 Hudaykuliev B. Elliptic Equation with a Singular Potential in a domain with a conic point // 
Mathematical notes. – 2012. – V.48:2 – P. 255-263.

3.	 Ладыженская О.А., Уральцева Н.Н. Линейные и квазилинейные уравнения 
эллиптического типа. – М: Наука, – 1973.

B. Hudaýgulyýew Tegelekde singulýar potensially elliptik deňleme


