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TEGELEKDE SINGULYAR POTENSIALLY ELLIPTIK DENLEME®

Bazargeldi Hudaygulyyew,

Tiirkmen dowlet maliye institutynyn

“Yokary matematika” kafedrasynyr uly mugallymy,
fizika-matematika ylymlarynyn kandidaty

Gysgaca beyan

Makalada merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik tegelekde singulyar potensially
elliptik denleme iicin Dirihle meselesinin otrisatel ddl umumylasdyrylan ¢oziiwinin tiziie nol nokadynyn
towereginde oziini alyp barsy owrenilydr. Seredilydn meseldnin otrisatel ddl umumylasdyrylan
coziiwinin denlemeddki potensial funksiya gord barlygynyn we yoklugynyn takyk sertleri tapylyar.

Esasy sozler: elliptik denleme, singulyar potensial, otrisatel dél ¢oziiw, takyk sert.

Makalada merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan R, R < I, radiusly B=B(0,R)c R’
tegelekde
—Au=V(x)u, (D

ul,, = 9(x). &)

Dirihle meselesinin otrisatel dil umumylasdyrylan u(x) ¢ozliwini tapmak meselesine seredilyar.

Bu yerde x =(x,,x,), OB— B tegelegin ¢igi (yagny towerek) we

o’ 0
A=—+—— Lapl tory.
o aplas operatory.

(1) denleminin ¢oziiwi hokmiinde u(x)>0, Vu e L,.(B) sertleri kanagatlandyryan u e D’ (B)
umumylagdyrylan funksiya diisiinilyar.
V e L,.(B), yagny lokal integrirlenydn funksiya we ¢(x) >0 funksiya 0B ¢ikde berlen otrisatel
dal tizniiksiz funksiya diylip ¢ak edilyar.

Bu yerde:

L,,(B)— B tegelekde lokal integrirlenyén funksiyalaryn ginisligi, L,(B) bolsa B tegelekde
integrirlenyén funksiyalaryn ginisligi;

D' (B) bilen umumylasdyrylan funksiyalaryn ginisligi belgilenilyar.

(1), (2) mesele merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan birlik tegelek (Xynmaiirynsies, 2010)

—2)?
isde ilkinji gezek owrenilyér. Bu isde eger 0 <V (x) <V, (x) = ﬁ we 0<c<C, = % bolsa,
X

onda (1), (2) meseldnin otrisatel ddl umumylasdyrylan ¢oziiwinin bardygy; eger c¢>C, we
V(x)=V,(x) bolsa, onda seredilydn meselénin otrisatel ddl umumylasdyrylan ¢oziiwininn yokdugy
subut edilydr. Konik nokatly oblast ii¢in seyle netijeler (Hudaykuliev, 2012) isde alyndy.

X, =rcosm, x, =rsinw polyar koordinatalarynda radial funksiya ii¢in Laplas operatory

2
or- r or
gorniigde bolyar. Goy, B={xeR*: | x| <1} — merkezi koordinatalar baglangyjynda bolan birlik
tegelek we @(x) =|1n|x||a/2 bolsun. D'(B) gifislikde
Ap +V,(x)p =0
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B. Hudaygulyyew Tegelekde singulyar potensially elliptik derleme

denlemini kanagatlandyryan V,(x) funksiyany tapalyfl. (r,®) polyar koordinatalaryna gegip, radial
¢(x) funksiya ii¢in alarys:
a2-a)

T axPInl|x|
Goy,
_°
xf" n? |
bolsun. Bu yerde c ululyk ¢ =a(2—«) denlikden kesgitlenyr.
0<c<1bolanda o ululygyn @ =1-+1-c denlikden kesgitlenyéndigini we 0 <a <1 bolanda
Apel,
Makalanyn esasy netijeleri asakdaky teoremalardan ybarat:
1-nji teorema. Goy, 0<V(x)e L, (B) bolsun. Eger 0 < ¢ < 1 we B tegelekde ¥ (x)<V,(x)
bolsa, onda islendik otrisatel dil iizniiksiz ¢ gyra funksiyasy ii¢in (1), (2) meselelerifi otrisatel dil
¢ozliwi bardyr.
Subudy. Asakdaky komekc¢i meseld seredelii:
P —Au, =V (X)u,;
um|aB - ¢m (x)
Bu yerde m=1,2,.., 0 <V, <V we {V,} yzygiderlik tas &hli xe B t¢in imV, =V serti
kanagatlandyryan monoton kemelmeyan ¢éklenen we dlcegli funksiyalaryn yzygiderligi, 0< ¢, <¢

V,(x)= xXeRB

(B) sertin yerine yetyandigini bellalin.

oc

we {¢ } = C'(B) yzygiderlik 0B g¢ikde berlen otrisatel dil {izniiksiz ¢ funksiya dendlgegli
yygnanyan, monoton kemelmeyin tizniiksiz differensirlenyan otrisatel dil funksiyalaryil yzygiderligi.

Cyzykly elliptik defilemeleriii nusgawy nazaryyetinden (O. A. Jlanppkenckas, H. H. Ypanblesa
u ap., 1967) (P, ) meseldnin yeke-tik otrisatel dél ¢oziiwinin bardygy gelip ¢ykyar. Bu ¢oziiw tas dhli
x € B {igin

u,(x) = [ K(x,)$(»)dS, + [ G(x, )V, (0w, (»)dy

integral denlemaini kanagatlandyryar.

Bu yerde K(x,y)— Puasson yadrosy we G(x,y) funksiya
—Au=0,u | . = 0 meselédnin Grin funksiyasy, 6zi hem B tegelekde K (x,y) >0 we G(x,y)>0. {u,}
yzygiderlik m boyun¢a monoton kemelmeyar.

Komekei ( P, ) meseld seredelin. ( P, ) meseldnin ¢oziiwlerinin {u, } yzygiderliginiii u predelinin
(1), (2) meselinin ¢oziiwi bolyandygyny gorkezelini. ( P, ) meselediki defilemini u” o> "y ?, p=2,
afilatma kopeldip, alnan gatnasygy B tegelek boyunca integrirlélin, yagny:

—I Au,u? o Py dx = I V. (Xu,u’ o> Pyidx
B B

Bu yerde y =y (x) funksiya B tegelek ticin test funksiya.
k,=u, /¢ belgileméni girizip we hasaplamalary gegirip, asakdaky denligi alarys:

4(p-1 2
Hp-D) - ) [[veer™| oy dc+ [k p(-Ap)y dx+
p B B
+2 j Vi k"o VY ydx = j V. (x)k oy dx.
B B

Caklama boyunga —A@-¢ =V,0> >V, ¢" bolany ii¢in soiiky denlikden
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HEZD ([vike [ gy <2
P %

kam kPP V iy dx 3)
B

densizlik gelip ¢ykyar. (3) densizligin sag tarapyndaky integraly bahalandyrmak iicin Koginin
densizliginden peydalanalyn

‘ [k, -k o yV ydy
B

< # [[V@z™) oya+ [kig* V[ .
B B
Sonun ii¢in (3) deiisizligi asakdaky gorniisde yazmak bolar:
2
_HV(k,fj/z)‘z oy dx < p—.[k,qu)z |Vl//|2 dx . (4)
B 2p-3 B

Goy, B, = B(0,r) c< B bolsun. y(x) funksiyany asakdaky gorniisde saylap alalyn:
0<y(x)<1, xeB,_; (6>0) bolanda, yw =1 we xe€B\B, bolanda, v =0. |Vl//|2 <GS
densizlik yerine yetyér diyip cak edelin. Sonda (4) densizlik asakdaky gorniisi alar:
-2 _2
[ vz p2ax < Go P [ k. (5)
B,_s 2p-3 B,
Indi asakdaky densizligi subut edelin.

Lemma. Goy, 0<r <1 we h(s) funksiyalar [0, r] kesimde lizniiksiz differensirlenyén funksiya
bolsun. Sonda ¢ >2 bolanda,

r Z/q r
(ﬂh(s)r s|ns|’ ds] <K[(j# )] +7(s))s|ns]" ds (6)
0 0
defisizlik Verine yetyir. Bu yerde K =comst>0, a san @(2-a)=c¢ (0<a<1) denlikden
kesgitlenilyar.

Lemmanyii subudy. 11ki bilen, asakdaky defisizligi subut edeliii: eger 0 < 7 <1 we /(s) funksiya
[0,7] kesimde tizniiksiz differensirlenyén funksiya we #(r) =0 bolsa, onda ¢ > 2 bolanda,

2/
r . . q r ) 5 .
[ [l s|in s ds] <K, [|i(5)| s|ins[* ds %
0 0
densizlik dogrudyr.
bu yerde K, =const > 0.
Bolekler boyunca integrirlip we Gyolderin densizliginden peydalanyp, alarys:

'[hq (s)s|lns|” ds = —%jh‘”h/(s)[s2 |Ins[* —aIr |1n1'|a_l dr}ds <
0 0 0
< qJ. ' (s)H (s)s” |ln s|a ds <
- ’ 1/2 - 1/2
< q[ j 197 (5)s [Ins[* ds] ( j K (s)s|in s|" dsJ <
0 0

172

1/2
< q-supis*h? 7 (s)}"? [th (s)s|n s|" dsj [jh” (s)s|Ins|" ds]
[0,r] 0 0

. (q-2)12
su {sth’z (S)} <K, [Ih/z(s)s|ln s|a ds}

[0.r] 0
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bolyandygyny gorkezelin. Alarys:
sup {sz“"’z)h(s)} = sup {2 (h(s) = h(r))} = sup s {—J. h/(r)dr} <
] s

se[O,r] se[0,r s€[0,r]

\

1/2 1/2 1/2
< sup s [J-h/z(r)r|lnr|a a’rj [ITI Int| ™ dr] < sup M(S)Uh/z(r)r|lnr|a dr] :
s€[0,r] .

s€[0,r] s 8

Bu yerde

l-a

r 1/2 - Y 1
M(S) — S2/(‘I*2) [J.Tl |11’1T|_a dT] _ SZ/(q,Q) . [ (ln V) - (11’1 S) ] )

N

a — 1-0 bolanda Lopitalyn diizgiini boyunga alarys:

l-a l-a
Jim {n8) " =(nr) * lim [(In )" In(In ) — (In.5)"* In(In )] = In in_r .
o—>1— n S

a—1-0 oa-—1
Diymek, seyle K, >0 san tapylyp, sup {M(s)} <K, deisizlik yerine yetyér. Sonuf {igin

se{0,r}
1/2

sup s> Dh(s)} < K, (jhﬁ (v)t|nz|" dr
s€[0,r]

Bu yerden (7) densizlik we diymek, (6) deiisizlik hem gelip ¢ykyar. Lemma subut edildi.
“? bolanda (6) detisizlikden islendik otrisatel dil radial e C}(B,)

h=ki -y we ¢ =|Inlx]
funksiya ti¢in

2/q
[I h(p/Z)q (x)(pdeJ < C2 I ‘V(hp/z (x))‘z QDde, (8)
B, B,
densizligi alarys. Sonun iicin (8) denisizligi we Kosinin dernsizligini peydalanyp, alarys:

2/q
( | kff”)"(x)rpde} < [ ()" (x)p’dx <
B, B,
<C, [V Gow)| 9*dr<2C, | (\V(k:;” @[ w2 k@)Y w|2)(p2dx <
B, B,

2 -2 _2
<2C,C57 | —L——+1|] kg de < S0 P [ k2 (x)pdx ya-da
2(p—-3/2) 2 p_3/23,

2/ pg /p Up
C,67p? 2
J’ kP2 (x)p dlx < m Jkﬂ’; (X)pdx | . 9)
5, B,

Goy, € >0 san yeterlik ki¢i san bolsun. Belgilemeleri girizeli:

€ -
§=F h=r ==, P =24 =12,
Bu belgilemelerde (9) densizlik seyle gorniisi alar:
V(pin) C 22 p, 1/p;
2% p? '
K (pide | < (—} kD (Opldx | (10)
[B{l gz(pj—3/2) J/
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Bu yerden, u, =k, ¢ we I u-dx < C', C' >0 bolany ii¢in induksiya boyunga alarys:
Br
V(pju)

C 22] 2 l/pj C 22 2 Up 172

927 ) y

[ k2 (ypa P At T ) R L Junar| <
. &' (p,~3/2) e (p,—3/2)

Tj+1 B’

2 l/pj 3 1/p, /2
<Jo LJ [&] .2;%, (110

82(pj—3/2) e’ (p,—3/2)

emma M >1 bolanda o; ~ 1~/ In(Cu’) bolany iigin
© C 2 ©
>t -3,
j:lpj & (pj_3/2)

hatar yygnanyar. Mundan basga-da

Ms

. e
2)

—_— ] —_

=1 P; ; CI]

hatar hem yygnanyar. Sonui ii¢in #hli /21 iigin alarys:
1/p;
I k' (x)p’dx | <K

B,

3

6zi hem K >0 hemiselik san p; sanlara bagly dildir. Sonuii iigin (11) defsizlikde J —> % ymtylanda
predele gegip, tas &hli xe B iicin supk, (x)<K alarys. Bu bolsa tas &hli xe B iicin K, (x)<K
we u,(x)<K-@(x) densizliklerin yerine yetydndigini anladyar. Serte gord, {u,} yzygiderligin
kemelmeyéndigi ti¢in tas dhli x € B {i¢in

k=limk, u=Ilimu,

denlikleri y yazyp bileris.
Indi Vu e L, (B) bolyandygyny gorkezeliii. u(x,) baha tiikenikli bolan x, € B nokady alaly.

loc

Sonda u,,(x) funksiya ligin integral denllemeden islendik m >1 we islendik kompakt QO cc B bolek
oblast ti¢in #, (x) funksiya ti¢in bolan integral deiilemeden peydalanyp, alarys:

1, (%) 2 [ G(xy 2V, (), ()b,
Q

emma maksimum prinsipi boyunca G(x,,y)>0 bolany iicin Harnagyrn dersizligi boyunca seyle
C, > 0 hemiselik san tapylyp, Q kompaktda G(x,,y) > C, densizlik yerine yetyir. Sonun {igin

[V, 0, (dy < €', (x,) < G lu(x,) (12)

Q
bolar. Bu bolsa Vu € L, _(B) bolyandygyny afladyar.
U, funksiyanyn (P, ) meseldnin ¢oziiwidigi ticin islendik & € C; (QQ) funksiya iigin

ju Agdx+jVu Edx=0

denligi alarys. (12) defisizligi goz onunde tutup we m — oo ymtylanda predele gegip,
J‘uAéderJ.Vuédx =0

Q
gatnasygy alarys. Bu bolsa #(x) funksiyasyny# (1), (2) meseleleriii ¢éziiwidigini afiladyar. Teorema
subut edildi.
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2-nji teorema. Eger V(x)=V (x) we ¢(x)=#0 bolsa, onda islendik &>0 san iigin we
0eQ, cc B bolan islendik ¢éklenen Q oblast licin C=C(g,€2,)>0 hemiselik san tapylyp, tas
ahli x € Q. ligin
al2

u(x) 2 C-[In|x

densizlik yerine yetyar.
Subudy. Goy, B, = B(0,r,) c Q' cc B— merkezi koordinatalar baslangyjynda bolan 7, radiusly
tegelek bolsun we goy, v funksiyasy
-Av =V, U|8BO =¢(x)
meseldnin ¢oziiwi bolsun. Bu yerde v funksiya
-Av, =V,0,,0,|, =0,, (13)
meseldnin yeke-tak otrisatel dél ¢oziiwlerinin {v, } yzygiderliginin predeli.
Bu yerde V, =inf{V,,m} we {§ } = C'(B,) yzygiderlik 6B ¢ikde berlen otrisatel dl {izniiksiz
¢ funksiya dendlgegli yygnanyan, monoton kemelmeyén tizniiksiz differensirlenyédn otrisatel dil
funksiyalaryn yzygiderligi. Aydyn bolgy yaly u>v =>v,,.
Tas ahli x€ B,/2=B_,, ii¢in
v(x) = Const - p(x) (14)
denisizligin yerine yetydndigini gorkezelin.
Goy, g: [0,00[—[0,o] funksiya iki gezek lizniiksiz differensirlenydn otrisatel dil giibercek
funksiya bolsun. (13) defileméni g’ (k,)g(k, )pw’ anlatma kopeldelin we alnan gatnasygy B, tegelek
boyunca integrirldlin

~[ Av,g'(k,)g(k, oy dc = [ V,p,8' (k,) gk, )y .. (15)
By By
Bu yerde £, =v, /@ we ¥ funksiya B, tegelek li¢in test funksiyasy, emma
~ [ Av,g'(k,)g(k, oy dx = [ V(k,0)V (g (k,) gk, Yoy )dx =

By By

= [|Vetk, [ 9w’ dx+ [ g (k,) |V, | gk, )0’y dx+

BO BO
+[ Velk, gk, )’V ds+ [ g (k,)g(k, )k, oy’ (~Ap)dx,
By By
bolany iicin (15) gatnasyk asakdaky gorniisi alar:
[IVek, ) o’ dx+ [ g (k,)|VE, | gk, o’y *dx +

By By

+[ Vak,)g(k, )’V y de = [ (Ap+V,0)g (k,) gk, )k, oy ds.
BO BO
Bu gatnasygyn ¢ep tarapyndaky ikinji agza g funksiyasynyn otrisatel dil we giiber¢ek funksiya
bolany ii¢in otrisatel dildir. Uciinji agza ii¢in Kosinin densizliginden peydalanyp, alarys:

1
2|[ Vatk, gk, )0 yV s\ < [[Ve(k, ) 'y dx+2] g (k,)o" V[ dx.
By By By
Sonun ligin

S JIVee, ) oy <2 g )% Vo s
By

By
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+I (AP +V,0)g' (k,)g(k, )k, oy dx .

Goy, B. = B(0,r)— yeterlik k1<;1 radiusly tegelek bolsun. Giiman etmi gord, & funksiya giibercek

r

we otrisatel dél, V, <V, =-A@ /¢ we ||k | norma cdklenen bolany ticin Lebegin integral astynda
predele ge¢mek teoremasy boyunca sonky deiisizliginl sag tarapyndaky ikinji agza m — co ymtylanda
nola ymtylar. Sonui ligin m — o ymtylanda predele gecip, asakdaky densizligi alarys:

j Vel o'y ds <4 j g (g’ [Vy[ dx. (16)

v (x) funks1yasynyasakdaky gornusde saylap alalyn 0<y(x)<l,xeB. _;(5>0)bolanday =1
we xeB,\B, bolanda ¥ =0, |Vl//| <C,87 deiisizlik yerine yetydr diyip giiman edelin. Bu
yerde C, >0 san 6 ululyga bagly dal. Sonda (16) denisizlik seyle gorniisi alar:

j Ve(k)[ <p2dx< j g (k)p’dx. (17)

Indi (6) deﬁsizhkden peydalanalyn. [3 sany B+2/q=1 gatnasykdan kesgitldlini, bu yerde
g > 2. Otrisatel dil radial & funksiya iicin Gyolderiri derisizligini we (6) defisizligi ulanyp, alarys

2/q B
[P < ( | hq(p2dx] ( | hz(pzdx} <
B, B, B,
B
<C, { [Ivif p*dc+ | hz(pzdx] [j h2¢2de , (18)
B, B,

Br
(18) detisizlikde % funksiyasyny &(k) funksiya bilen we B, tegelegi B, , tegelek bilen calsyryp,
asakdaky densizligi alarys

B
[ & (yp*ax<cC, [ [ Vel p?ax+ | g2<k)<p2dxM [ g2<k>(p2de .

Bu yerden (17) densizligi ulanyp, sonky densizligi

B
[ &g de<C,(4C,s 7 +1) gz(kxo%ix-( [ g2<k)<p2de =
B, B,

B, 5
1+

1+
= C.(4C,87 + 1)[ J’ gz(k)gozdxj <Cs7 ([ gZ(k)(pzdx] ,
B, B,

ya-da

172

1/(2+28)
( I g2+2/3 (k)gDde} S(Céé2)1/(2+2ﬁ)[-[g2(k)(02de <
B._s B.
1/2
<C,57VP { | gz(k)(pzdx] (19)
Br
gorniisde yazmak bolar.

Goy, ¢ >0 san yeterlik ki¢i san bolsun. Belgilemeleri girizelin:
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172
&

_ g . )
§= Nl ry=r =5 & =g, . H, =| [ gpds | » j=12..
B,

we g, = g . Bu belgilemelerde (19) densizlik seyle gorniisi alar:
H!\PW<C,-2¢"H .
Bu yerden induksiya boyunca seyle densizlik gelip ¢ykyar
H}/(HB) < (C7871)aj X -Hl(Hﬂ)H '

Bu yerde i =
o, =(1+p) 7 1+ B we v, =2 A+v)A+B)Y
O v=0 . v=0
emma g, =& (py bolany ii¢in sonky deisizlikde / = © ymtylanda predele gecip, alarys:

1/2
sup g(k(x)) < (Cyg ™" -2y U g?(kxozcsz ‘
B,_, B ’

g funksiyasyny {g,} yzygiderlik bilen ¢alsalyn. Bu yerde g, funksiyalary g funksiyasy yaly
kesgitlenilydr we / — oo ymtylanda g,(k) > k7. Sonda

1/2
supk 7 (x) < (Cyg ™" - 20498 )EVP [ [ kzygozde .
Br—s Br

r <r, lUg¢in we tas dhli x € B, {igin
k(x)=0(x)/ p(x) 2 Cy -9 (x)

densizlik yerine yetyir. Sonun {igin alarys:

1/2
supk 7 (x) < Cye P -[I@z*zydx] :
Br—s Br

Bu yerden tas dhli x € B,_, ligin
—1/2y
k(x)>C, g""P [I g02+27dxj (20)
Br

densizlik gelip ¢ykyar. Bu yerde C,, >0 san » we ¢ ululyklaryna bagly bolmadyk hemiselik sandyr.
(14) densizlik subut edildi. Seylelikde, teorema hem subut edildi.
3-nji teorema. Eger c¢>1 we B tegelekde V(x)>V,(x) bolsa, onda ¢ >0 bolanda (1), (2)
meselelerin otrisatel dil ¢oziiwi yokdur.
Subudy. Goy, ¢ >1 we ¢ >0 bolsun. Eger (1), (2) meselelerifi ¢dziiwi bar bolsa, onda ol D'(B)
ginislikde
1 c—1

U= 5 u+ > u
4|x| In® |x| 4|x| In® |x|

denileméini kanagatlandyrar. Bu defilemini ‘ln |le/2 anlatma kopeldip we B tegelek boyunga integrirlap,
alarys:

=3/2 Cc—

_j Au .‘ln |x”1/2 dx = l“xr2 ‘ln |x” u(x)dx + ! “x|_2 ‘ln|x”73/2 u(x)dx .
B 4 B 4 B
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Emma 2-nji teoremadan 0€(Q cc B bolan islendik ¢iklenen Q oblast ligin seyle
C=C(g,Q,) >0 hemiselik san tapylyp, tas dhli x €, ii¢in

u(x)>C- ‘ln |x”l/2
denisizlik yerine yetyér. Sonui {i¢in
Iu(x) |x| ‘ln|x”_3/ dx > Const - J|x| ‘ln|x” dx =00

Bu bolsa Vyu g L, (B) bolyandygyny anladyar. Serte gord, V(x) 2V, (x) bolany ii¢in bu yerden
Vue L, (B) bolyandygy gelip ¢ykyar. Bu bolsa ¢ >1 we V' (x) 2V, (x) bolanda (1), (2) meselelerin

¢cozliwinin yokdugyny anladyar. Teorema subut edildi.
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