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Аннотация
В данной работе исследуется задача типа Франкля для смешанных уравнений четвертого 

порядка. Методами функционального анализа с помощью теоремы Лакса-Мильграмма 
доказывается однозначная обобщенная разрешимость в пространствах Соболева с весом 
аналога задачи Франкля для одного уравнения смешанного типа четвертого порядка с 
гладкими коэффициентами.

Основным результатом работы является подтверждение существования решения в 
пространстве H2,k данного смешанного уравнения четвертого порядка при определенных 
условиях, связанных с коэффициентами.
Ключевые слова: задача  Франкля, пространство Соболева, норма, теорема Лакса-Мильграма, 
неравенство Гёльдера.

В данной статье методами функционального анализа с помощью теоремы Лакса-
Мильграмма доказывается однозначная обобщенная разрешимость в пространствах Соболева 
с весом аналога задачи Франкля для одного уравнения смешанного типа четвертого порядка 
с гладкими коэффициентами (Базаров D., Солтанов Х., 1995; Мередов М., Базаров Д., 1973; 
Soltanow H., 2014; Soltanow H., 2016; Франкль Ф.Н., 1973).

Рассмотрим уравнение
Lu U K y U K y U a x y U a x y U b x yxxxx xxyy yyyy xxy xyy≡ + ( ) + ( ) + ( ) + ( ) + (2 1, , , )) +Uxx

+ ( ) + ( ) + ( ) + ( ) + ( ) = ( )b x y U b x y U c x y U c x y U c x y U f x yxy yy x y1 2 1 2, , , , , , , 	 (1)
где

K y sgny y K y( ) = +





 ( )1

2

2

1 ,

K K y C K y1 1 0 1

4

10 0 0( ) ≠ ( )∈ ( ) >[ ], , .
,

в ограниченной односвязной области D с границей Г, которая состоит из гладкой кривой 
σ  с концами в точках A B0 1 1 0, , ,( ) ( ) и отрезков прямых AA x AC y CB x1 10 1 1: , : , : .= = − =

Задача. Найти решение уравнения (1) в области D, удовлетворяющее условию
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где 


n n n= ( )1 2,  – вектор внутренней нормали.
Наряду с краевой задачей (1), (2) рассмотрим краевую задачу для уравнения формально-

сопряженного (в смысле Лагранжа) с уравнением (1), т.е. для уравнения
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Сопряженная задача. Найти решение V x y,( )  уравнения в области D, удовлетворяющее 
краевым условиям
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Будем предполагать, что коэффициенты оператора LU  – достаточно гладкие функции.
Введем необходимые множества функций. Через ΦL  обозначим класс гладких функций

U x y W D,( )∈ ( )2

4  удовлетворяющих соответственно условиям (2). Через H k2,  обозначим 
пространство Соболева (Соболев С.А., 1962), полученное замыкание ΦL , по норме
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где  ⋅  – норма в пространстве Соболева W2

1 . Введем билинейную форму B U V,( )  над 
пространством H Hk k2 2, ,× .
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Определение. Функцию U x y H k, ,( )∈ 2  будем называть обобщенным решением задачи 
(1), (3), если для всех функции V x y L,( )∈Φ  имеет место тождество

U LV B U V f V fVdD
D
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Основным результатом работы является утверждение, что при некоторых условиях на 
коэффициенты уравнения (1) имеет место существование решения из пространства H k2,  

Лемма 1. Пусть в области D �  выполнены условия
A A11 130 0> > > >δ δ, ,

A A A A12 11 13 14 0≤ > >⋅ , ,δ 	 (6)

где
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Тогда для любой функции U x y L,( )∈Φ  имеет место неравенство
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Доказательство. В области D �  рассмотрим интеграл ( , )LU U


. Поскольку функция 
U x y,�( )  удовлетворяет краевому условию (2), то интегрируя по частям, получаем
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Следовательно,
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Отсюда следует утверждение леммы 1, из которой следует единственность решения 
поставленной задачи из класса ΦL .

Лемма 2. Пусть выполнено условие
a1≤M K 	 (8)

Тогда билинейная форма B U V,( )  непрерывна над пространствами  H Hk k2 2, ,×  т.е. 
выполнена

B U V M U VH Hk k
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2 2 , U V H k, ,∈ 2 	 (9)
Доказательство. Используя неравенство Гёльдера и оценку (8) на коэффициент a1(x,y), из 

(5) получаем (9).
Теорема 1. Пусть выполнены условия (6), (8). Тогда для любой функции f L∈ 2  существует 

и притом единственное обобщенное решение задачи (1), (2) из пространства H k2, .
Доказательство. Kак известно (Нагумо М., 1967), для разрешимости функционального 

уравнения
B U V f V V L, ( , ) ,( ) = ∀ ∈


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достаточно выполнения условий, чтобы билинейная форма B U V,( )  была непрерывна, т. е.
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2 2

и выполнялось неравенство
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А эти неравенства были доказаны в леммах 1, 2.
Значит, краевая задача (1), (2) однозначно разрешима в пространстве H k2, .
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